Dieter Grillmayer:

Funktionale Abhangigkeiten

Vorwort

Dies ist der II. Teil einer Handreichung, die ich im Jahr 2019 fiir einen meiner
Enkel ausgearbeitet habe, um thm dabei behilflich zu sein, die schriftliche Reife-
priifung in Mathematik (Osterr. Zentralmatura) zu bestehen. Sie umfasst daher
auch nur ein Wissen und Konnen, das eine Voraussetzung fiir die Bewdltigung
der 24 Aufgaben des ,,Kernbereichs* der schriftlichen Zentralmatura darstellt. (16
»Richtige* reichen fiir eine positive Beurteilung der ganzen Zentralmatura aus.)
Dieser Lehrstoff wurde im Auftrag des BMU von einer Projektgruppe zusammen-
gestellt, in vier Teile gegliedert und inhaltlich kurz beschrieben. Aus jedem dieser
vier Teile kommen genau sechs Aufgaben zur Zentralmatura.

Zu Beginn jedes der vier Teile habe ich die von der Projektgruppe erstellten AN-
FORDERUNGEN aufgelistet. Wo ich in meinen Ausarbeitungen ein wenig
dariiber hinausgegangen bin ist das im Text vermerkt bzw. kursiv geschrieben.
Andererseits sind Sitze und Formeln vielfach ohne Beweis angegeben.

Meine damalige Arbeit ist nicht perfekt und wére sicher auch noch ausbauféhig.
Gleichwohl hielt ich sie aber schon in dieser Form fiir geeignet, einem gréferen
Kreis von AHS-Maturanten dienen zu konnen, nicht zuletzt deshalb, weil ich tiber
150 (das sind an die 40 %) der zwischen 2014 und 2019 gestellten Maturaaufga-
ben hineinkopiert habe. An ihnen ist auch erkennbar, auf welches Wissen und
Koénnen ganz konkret Wert gelegt wird. Darum habe ich die Handreichung nach
deren Fertigstellung auch auf meine Website www.grillmayer-dieter.at gestellt
und dort mit einem Vorwort versehen, das vor allem darauf hinweist, dass es sich
wirklich nur um eine Handreichung zu dem bereits genannten Zweck, aber kei-
neswegs um eine wissenschaftliche Arbeit handelt.

Leider habe ich erst vor ein paar Wochen bemerkt, dass die einzelnen Teile
der Arbeit bei entsprechender Titeleingabe z. B. iiber google im Internet als
selbstindige PDF-Dateien abgerufen werden konnen, also ohne das auf mei-
ner Website stechende Vorwort, das auf die Entstehung und die zweifellos da-
mit verbundenen Mingel hinweist. Daher statte ich nunmehr jede der vier
PDF-Dateien mit diesem Vorwort aus.

Zuletzt: Alle seit 2014 gegebenen Maturaaufgaben finden sich einschlieBlich der
Losungen 1m Internet unter verschiedenen Adressen, z. B. unter
www.marthago.at/zentralmatura.

Garsten, am 5. Janner 2022



Schriftl. Zentralmatura Mathematik

Teil 1I:

Funktionale Abhiangigkeiten (FA)

Bildungstheoretische Orientierung

Wenn Experten Mathematik verwenden, bedienen sie sich oftmals des Werkzeugs der Funktionen.
Fiir eine verstindige Kommunikation ist es daher notwendig, mit der spezifischen funktionalen
Sichtweise verstindig und kompetent umzugehen. Das meint, die Aufmerksamkeit auf die Bezie-
hung zwischen zwei (oder mehreren) Groflen in unterschiedlichen Kontexten fokussieren zu konnen
sowie die gingigen Darstellungsformen zu kennen und mit ihnen flexibel umgehen zu kénnen.

Im Zentrum des mathematischen Grundwissens steht dann das Kennen der fiir die Anwendungen
wichtigsten Funktionstypen: Namen und Gleichungen kennen, typische Verldufe von Graphen
(er)kennen, zwischen den Darstellungsformen wechseln, charakteristische Eigenschaften wissen
und im Kontext deuten (kdnnen).

Insgesamt sind eher kommunikative Handlungen (Darstellen, Interpretieren, Begriinden) bedeut-
sam, manchmal konnen auch konstruktive Handlungen (Modellbildung) hilfreich sein; mathema-
tisch-operative Handlungen hingegen sind in Kommunikationssituationen von eher geringer Bedeu-
tung.

Dariiber hinaus ist (Reflexions-)Wissen um Vor- und Nachteile der funktionalen Betrachtung sehr
wichtig. Hilfreich ist in diesem Zusammenhang das Wissen tiber unterschiedliche Typen von Mo-
dellen (konstruktive, erkldrende, beschreibende) sowie deren Bedeutung und Verwendung.

Wenn die wichtigsten Funktionstypen tiberblickt werden und wichtige Eigenschaften fiir das Be-
schreiben von Funktionen bekannt sind (Monotonie, Monotoniewechsel, Wendepunkte, Periodizi-
tat, Nullstellen, Polstellen), ist die Kommunikation auch auf zunichst unbekannte Funktionen bzw.
Kompositionen von Funktionen erweiterbar.

1. Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften

FA 1. 1 Fiir gegebene Zusammenhinge entscheiden kénnen, ob man sie als Funktionen betrachten
kann

FA 1.2 Formeln als Darstellung von Funktionen interpretieren und dem Funktionstyp zuordnen
konnen

FA 1.3 Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen funktionaler Zusammenhidnge wech-
seln kénnen

FA 1.4 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und im
Kontext deuten kdnnen

FA 1.5 Eigenschaften von Funktionen erkennen, benennen, im Kontext deuten und zum Erstellen
von Funktionsgraphen einsetzen konnen: Monotonie(wechsel), lokale Extrema, Wendepunkte, Pe-
riodizitdt, Achsensymmetrie, asymptotisches Verhalten, Schnittpunkte mit den Achsen

FA 1.6 Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen grafisch und rechnerisch ermitteln und im Kontext
interpretieren kdnnen

FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit verstindig arbeiten konnen

FA 1.8 Durch Gleichungen (Formeln) gegebene Funktionen mit mehreren Verdnderlichen im Kon-
text deuten konnen, Funktionswerte ermitteln konnen

FA 1.9 einen Uberblick iiber die wichtigsten (unten angefiihrten) Typen mathematischer Funktio-
nen geben, ihre Eigenschaften vergleichen konnen
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Anmerkungen zu FA 1:

Auf eine sichere Unterscheidung zwischen funktionalen und nichtfunktionalen Zusammenhingen
wird Wert gelegt, auf theoretisch bedeutsame Eigenschaften (z. B. Injektivitdt, Surjektivitit, Um-
kehrbarkeit) wird aber nicht fokussiert. Im Vordergrund steht die Rolle von Funktionen als Modelle
und die verstindige Nutzung grundlegender Funktionstypen und deren Eigenschaften sowie der

verschiedenen Darstellungsformen von Funktionen (auch /i 4 — B, x — f(x)).

Die Bearbeitung von Funktionen mit mehreren Verdnderlichen beschriankt sich auf die Interpretati-
on der Funktionsgleichung im jeweiligen Kontext sowie auf die Ermittlung von Funktionswerten.
Der Verlauf von Funktionen soll nicht nur mathematisch beschrieben, sondern auch im jeweiligen
Kontext gedeutet werden konnen.

2. Die Lineare Funktion [f{ix) =k - x + d]

FA 2.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene lineare Zusam-

menhénge als lineare Funktionen erkennen bzw. betrachten konnen; zwischen diesen Darstellungs-
formen wechseln kdnnen

FA 2.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funktionen Werte(paare) sowie die Para-

meter k und d ermitteln und im Kontext deuten konnen

FA 2.3 Die Wirkung der Parameter £ und d kennen und die Parameter in unterschiedlichen Kontex-
ten deuten kdnnen

FA 2.4 Wichtige Eigenschaften kennen und im Kontext deuten konnen: f({x + 1) = f{x) + k;

f(xz)_ﬁ()ﬁ) —k=[()]

Xy =X
FA 2.5 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer Funktion bewerten konnen
FA 2.6 direkte Proportionalitit als lineare Funktion vom Typ f(x) = k - x beschreiben kdnnen

Anmerkungen zu FA 2:

Die Parameter k und d sollen sowohl fiir konkrete Werte als auch allgemein im jeweiligen Kontext
interpretiert werden konnen. Entsprechendes gilt fiir die Wirkung der Parameter und deren
Anderung.

3. Potenzfunktion mit f{x) = a - x* und Funktionen vom Typ fix) = a - x* + b mit z € Z\{0} oder z =

2 (Quadtatwurzel):

FA 3.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammen-
hinge dieser Art als entsprechende Funktionen erkennen bzw. betrachten kdnnen; zwischen diesen
Darstellungsformen wechseln kénnen

FA 3.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen dieser Funktionen Werte(paare) sowie die Parame-
ter @ und b ermitteln und im Kontext deuten kénnen

FA 3.3 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext deuten kénnen

FA 3.4 Indirekte Proportionalitit als Potenzfunktion vom Typ fix) = a/x (bzw. f(x) =a - x_l) be-
schreiben kdnnen

4. Polynomfunktion [f{x) = Ea.xi mit n € N\{0}]

i=1
FA 4.1 Typische Verldufe von Graphen in Abhidngigkeit vom Grad der Polynomfunktion
(er)kennen
FA 4.2 Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen von Zusammenhédngen dieser Art
wechseln konnen
FA 4.3 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Polynomfunktionen Funktionswerte, aus Ta-
bellen und Graphen sowie aus einer quadratischen Funktionsgleichung Argumentwerte ermitteln
konnen
FA 4.4 Den Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der Anzahl der
(mdglichen) Null-, Extrem- und Wendestellen wissen
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Anmerkungen zu FA 4:

Der Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der Anzahl der (mdglichen)
Null-, Extrem- und Wendestellen sollte fiir beliebige » bekannt sein, konkrete Aufgabenstellungen
beschrianken sich auf Polynomfunktionen mit n < 4.

Mithilfe elektronischer Hilfsmittel konnen Argumentwerte auch fiir Polynomfunktionen héheren
Grades ermittelt werden.

5. Exponentialfunktion [f{x) = a - b* bzw. fix)=a - eM¥ mitq, b € RT, A € R\{0}]

FA 5.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene exponentielle
Zusammenhinge als Exponentialfunktion erkennen bzw. betrachten konnen; zwischen diesen Dar-
stellungsformen wechseln konnen

FA 5.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Exponentialfunktionen Werte(paare) ermitteln
und im Kontext deuten kdnnen

FA 5.3 Die Wirkung der Parameter a und b bzw. A kennen und die Parameter in unterschiedlichen
Kontexten deuten kénnen

FA 5.4 Wichtige Eigenschaften (fix + 1) = b - fix); [e*]' = ¥) kennen und im Kontext deuten
konnen

FA 5.5 Die Begriffe Halbwertszeit und Verdoppelungszeit kennen, die entsprechenden Werte be-
rechnen und im Kontext deuten kénnen

FA 5.6 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Exponentialfunktion bewerten konnen

Anmerkungen zu FA 5:

Die Parameter a und b bzw. A sollen sowohl fiir konkrete Werte als auch allgemein im jeweiligen
Kontext interpretiert werden konnen. Entsprechendes gilt fiir die Wirkung der Parameter und deren
Anderung.

6. Sinusfunktion, Cosinusfunktion

FA 6.1 Grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhénge der Art f{x) = a -
sin(b - x) als allgemeine Sinusfunktion erkennen bzw. betrachten konnen; zwischen diesen Darstel-
lungsformen wechseln kdnnen

FA 6.2 Aus Graphen und Gleichungen von allgemeinen Sinusfunktionen Werte(paare) ermitteln
und im Kontext deuten kénnen

FA 6.3 Die Wirkung der Parameter @ und b kennen und die Parameter im Kontext deuten konnen
FA 6.4 Periodizitét als charakteristische Eigenschaft kennen und im Kontext deuten knnen

FA 6.5 wissen, dass cos(x) = sin(x+m/2)

FA 6.6 Wissen, dass gilt: [sin(x)]’ = cos(x), [cos(x)]" = — sin(x)

Anmerkungen zu FA 6:

Wihrend zur Auflosung von rechtwinkeligen Dreiecken Sinus, Cosinus und Tangens verwendet
werden, beschrinkt sich die funktionale Betrachtung (weitgehend) auf die allgemeine Sinusfunkti-
on. Wesentlich dabei sind die Interpretation der Parameter (im Graphen wie auch in entsprechenden
Kontexten) sowie der Verlauf des Funktionsgraphen und die Periodizitit.

1. Funktionen, F-Gleichungen, F-Graphen

1. Was ist eine Funktion?

Eine Funktion f ist eine eindeutige Zuordnung aller Werte einer Zahlenmenge (= Definitionsmen-
ge) A = {xy, xo, ...} auf Werte einer Zahlenmenge B = {yi, y, ...}. Die Zahl y; = f(x,) ist der zu x;
gehorige Funktionswert. Eindeutig heifit, dass jedem Wert x € A genau ein Funktionswert zuge-
ordnet ist. Es miissen aber nicht alle Werte der Wertemenge B Funktionswerte sein. Ist das aber der
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Fall, dann ist die Funktion surjektiv. Weiters kann ein und derselbe Wert y € B auch mehrmals als
Funktionswert auftreten. Ist das nicht der Fall, dann hei3t die Funktion injektiv. Ist eine Funktion
sowohl surjektiv als auch injektiv, so ist sie bijektiv oder umkehrbar eindeutig.

Laut Anforderungskatalog gehoren die Begriffe surjektiv, Injektiv und bijektiv nicht zum Matura-
Wissen. Damit relativiert sich aber auch der Begriff Umkehr- oder inverse Funktion f ™ fiir die
Abbildung der Menge B (als Definitionsmenge) auf die Menge A (als Wertemenge). (Generell wer-
den eindeutige Zuordnungen in der Mathematik als Abbildungen bezeichnet. Im Speziellen und
immer spricht man von Abbildungen, wenn A und B Punktmengen sind. Anstelle von Funktionswer-
ten spricht man dann von Bildpunkten. Alle Abbildungen und insbesondere die geometrischen kon-
nen surjektiv, injektiv und bijektiv sein.)

2. Funktionsgleichungen, Funktionsterme:

Symbolisch wird eine Funktion als f: A — B mit x — T(x) dargestellt. T(x) hei3t Funktionsterm,
y = T(x) — oder allgemein auch als y = f(x) bezeichnet — heilt Funktionsgleichung. Algebraische
Terme (Polynome, rational gebrochene Terme und Wurzelterme) erzeugen algebraische Funktio-
nen, insbesondere Potenzfunktionen fiir T(x) = ax" mit a € R und r € R. Laut Anforderungskata-

log werden Potenzfunktionen auf die Fiille T(x) = a - x* + b mit z € Z\{0} (Polynomfunktionen und

einfachste rational gebrochene Funktionen) oder z = " (einfachste Wurzelfunktionen) einge-
schrdnkt. Durch andere Symbole (sin, cos, tan; log, In) oder durch Exponentialterme (= das x steht
im Exponenten) erzeugte Zuordnungen f: A — B nennt man transzendente Funktionen.

3. Funktionsgraph, Funktionskurve:

Jede Funktion kann graphisch in einem Koordinatensystem Uxy durch Punkte P(x/y) dargestellt
werden, dessen Koordinaten geordnete Zahlenpaare bilden. Bei sogenannten diskreten Definiti-
onsmengen (z. B. N oder Z, aber auch Q) besteht der Funktionsgraph nur aus einzelnen Punkten,
bei stetigen Definitionsmengen (Menge R der reellen Zahlen oder Intervalle davon, z. B. A = R”
oder A = {x € R/ a < x < b}) verdichtet sich der Graph zu einer Funktionskurve. (Im Matura-
Begleittext ist von reellen Funktionen die Rede. Darunter sind offenbar Funktionen der letztge-
nannten Art gemeint. In der Folge wird der Maturastoff dann offenbar auf solche Funktionen ein-
geschrdnkt, sodass also immer Funktionskurven auftreten.) Die x-Koordinaten ihrer Schnittpunkte
mit der x-Achse heillen Nullstellen der Funktion und berechnen sich als Losungen der Gleichung
T(x)=0.

Mat. 2016/HT/Aufg. 1/8:

Kosten, Erlos und Gewinn:

Die Funktion E beschreibt den Erlos (in €) beim Absatz von
x Mengeneinheiten eines Produkts. Die Funktion G be-
schreibt den dabei erzielten Gewinn (in €), wenn alle produ-
zierten Produkteinheiten verkauft werden. Dieser Gewinn ist
definiert als Differenz ,,Erdos — Kosten®. Aufgabenstellung:
Ergénzen Sie die nebenstehende Abbildung durch den Gra-
phen der Kostenfunktion K. Nehmen Sie dabei K als linear x
an. (Der Graph von K ist also eine Gerade.) Anleitung: Die :
Nullstellen von G sind bedeutsam.

[ E9, Geo, Kt

4. Voreriff auf Teil 111:

Die Nullstellen der ersten Ableitung(sfunktion) £ mit der Gleichung y = T’(x), welche dem jewei-
ligen x-Wert die Steigung k = tang der Funktionskurve an dieser Stelle zuordnet, weisen auf Punk-
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te mit waagrechten Tangenten hin. Das sind Scheitel(punkte), wenn die zweite Ableitungsfunktion
£’ mit der Gleichung y = T’’(x), welche dem jeweiligen x-Wert die Kriimmung der Funktionskur-
ve an dieser Stelle zuordnet, dort keine Nullstellen hat, und zwar Hochpunkte H, wenn T’’(x) an
dieser Stelle kleiner als 0 und Tiefpunkte T, wenn T’’(x) an dieser Stelle grofier als 0 ist. Die
Funktion f erreicht bei H ein lokales Maximum yuay, d. h. alle benachbarten Werte sind kleiner als
Ymax, Und bei T ein lokales Minimum Yy, d. h. alle benachbarten Werte sind grof3er als ymyin. Null-
stellen von T’(x) = 0 weisen auf Wendepunkte, das sind Punkte mit der Kriimmung 0, der Funkti-
onskurve von f hin.

Das folgende Maturabeispiel dient der Veranschaulichung von Hoch-, Tief und Wendepunkten so-
wie der Begriffe monoton wachsend, monoton fallend sowie positive Kriimmung (= Linkskriim-
mung) und negative Kriimmung (= Rechtskrimmung).

Mat. 16/HT/Aufg. 1/7:

O R
_.x 5... Er st len o e o il . o .

v

—

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die fir den dargestellten Funktionsgraphen von f zutreffende(n) Aussage(n) an!

Die Funktion f ist im Intervall (2; 3) monoton steigend.

Die Funktion f hat im Intervall (1; 2) eine lokale Maximumstelle.

Die Funktion f andert im Intervall (-1; 1) das Krimmungsverhalten.

Der Funktionsgraph von f ist symmetrisch beziiglich der senkrechten Achse.

O|0o|g|o|d

Die Funktion f &ndert im Intervall (-3; O) das Monotonieverhalten.

Mat. 15/HAT/Aufg. 1/08:

Die in der Abbildung auf der nichsten Seite dargestellte Lorenz-Kurve kann als Graph einer Funk-
tion f verstanden werden, die gewissen Bevolkerungsanteilen deren jeweiligen Anteil am Gesamt-
einkommen zuordnet. Dieser Lorenz-Kurve kann man z. B. entnehmen, dass die einkommens-
schwichsten 80 % der Bevdlkerung iiber ca. 43 % des Gesamteinkommens verfligen. Das bedeutet
zugleich, dass die einkommensstarksten 20 % tiber 57 % des Gesamteinkommens verfiigen.
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Quelle: http://www.lai.fu-beriin.de/e-learning/projekte/vwi_basiswissen/Umverteilung/Gini_Koeffizient/index.html [21.01.2015] (adaptiert)

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden fur die oben dargestellte Lorenz-Kurve zutreffenden Aussagen an!

Die einkommensstarksten 10 % der Bevolkerung verflgen Uber ca. 60 %

des Gesamteinkommens.

&

des Gesamteinkommens.

Die einkommensstéarksten 40 % der Bevolkerung verfligen Uber ca. 90 %

des Gesamteinkommens.

Die einkommensschwéchsten 40 % der Bevolkerung verflgen Uber ca. 10 %

des Gesamteinkommens.

Die einkommensschwéchsten 60 % der Bevolkerung verfligen tiber ca. 90 %

\He einkommensschwéchsten 90 % der Bevolkerung verflgen tber ca. 60 %

des Gesamteinkommens.

E
L]
[
]

2. Lineare Funktionen y =

kx+d

Nach Teil I gilt: Jede Gerade g in einer mit einem System Uxy un-
terlegten Ebene kann durch eine lineare Gleichung Ax + By + C =
0 in zwei Variablen x und y dargestellt werden, indem alle Losun-
gen dieser Gleichung die Koordinaten aller Punkte dieser Geraden
angeben. Fiir B = 0 ergeben sich die zur y-Achse parallelen Gera-
den mit der Gleichung x = -C/A = c. Fiir A, B, C # 0 kann die all-
gemeine Geradengleichung in ihre Abschnittsform x/c + y/d = 1
mit ¢ = -C/A und d = -C/B {iibergefiihrt werden, wodurch sich sofort
die Schnittpunkte X(c/0) und Y(0/d) mit den Achsen ergeben.

Fir B # 0 kann die allgemeine Geradengleichung in eine Funkti-
onsgleichung y = (-A/B).x + (-C/B) = kx + d umgeformt werden;
die zugehorige Gerade ist der Graph der linearen Funktion mit die-
ser Funktionsgleichung, also mit dem Funktionsterm T(x) = kx + d.

Darin ist k wegen y’ = k = tan(p) die konstante Steigung der Geraden und d ist die y-

< 90°) steigt die Gerade von
links unten nach rechts oben, fiir k < 0 (¢ > 90°) von rechts unten nach links oben. Fiir k = 0 ergibt

sich eine zur x-Achse parallele Gerade und y = d ist die Funktionsgleichung der konstanten Funk-

Koordinate des Schnittpunktes Y mit der y-Achse. Fiir k > 0 (¢

tion (Sonderfall einer linearen Funktion).
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Die Abbildung auf Seite 6 zeigt die Gerade mit der Gleichung -3x + 2y - 6 = 0, in der Abschnitts-
form x/(-2) + y/3 = 1 und mit der Funktionsgleichung y = (3/2).x + 3. Wir erkennen daraus un-
schwer die folgende Formel, nach welcher k = tan(¢) aus zwei Zahlenpaaren (x;/y;) und (x2/y>),
also aus den Koordinaten zweier Punkte des Graphen, berechnet werden kann:

f(x) = f(x)

Xy =X

()] =k = tan(g) =

Mat. 14/1. NT/Aufg. 1/10:

-3 9s

7

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

k<

5] 2

Y
FECE R

Praktische Anwendungen:

a) Direkt proportionale Grofien sind Zahlenpaare (X, y), welche der Funktionsgleichung y = k.x
gehorchen, k ist in diesem Fall der Proportionalitiitsfaktor.

b) Die wohl wichtigste lineare Funktion ist die Weg-Zeit-Funktion bei konstanter Geschwindig-
keit v nach der physikalischen Formel v = s/t mit t = x und s =y, also s = v.t. Die Steigung k der
Geraden, d. h. die 1. Ableitung s’(t) ist v. Die international verwendete Einheit ist Meter pro Sekun-
de (m/s), gebrduchlich sind auch Kilometer pro Stunde (km/h).
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c¢) Zahlreiche geom. Formeln, in denen Maf3zahlen nur linear auftreten, also z. B. Quadratseite und
Umfang oder Kreisradius und Umfang: u = 4.a, u = 2rrt = (2x).r (= direkte Proportionalitit).

Mat. 15/1. NT/Aufg. 1/07:

- Der Beweguhgsablauf des Korpers weist folgende Eigenschaften auf:

« (positive) Beschleunigung im Zeitintervall [0; 3) aus dem Stillstand bei t = 0
« konstante Geschwindigkeit im Zeitintervall [3; 6]

« Bremsen (negative Beschleunigung) im Zeitintervall (6; 10] bis zum Stillstand bei t = 10
Aufgabenstellung:

Zeichnen Sie den Graphen einer moglichen Zeit-Weg-Funktion s, die den beschriebenen Sach-
verhalt modelliert, in das nachstehende Koordinatensystem!
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Mat. 14/1. NT/Aufg. 1/9:

Gegeben ist eine Gleichung einer Geraden g in der Ebene: 3 - x + 5 - y = 15. Aufgabenstellung: Ge-
ben Sie die Steigung des Graphen der dieser Gleichung zugeordneten linearen Funktion an!

Mat. 16, Aufg. 1/9:
Bei einem Versuch ist eine bestimmte Wassermenge fiir eine Zeit t (in Sekunden) auf konstanter

Energiestufe in einem Mikrowellengerit zu erwdrmen. Die Ausgangstemperatur T(0) des Wassers

betrigt 35,6 ° C, nach 30 Sekunden gilt T(30) = 41,3° C. Aufgabenstellung: T(t) = k.t + d ist die
zugehorige Funktionsgleichung. Wie grof3 ist d, wie groB ist k?
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Mat. 14/2. NT/Aufg. 1/8:

Die monatlichen Wasserkosten eines Haushalts bei einem Verbrauch von x m3 Wasser konnen

durch eine Funktion K mit der Gleichung K(x) =a +b - xmita, b € R beschrieben werden. Auf-
gabenstellung: Erkldren Sie, welche Bedeutung die Parameter a und b in diesem Zusammenhang

haben!

Mat. 18/HT/Aufg. 1/08:

Zwei Radfahrer A und B fahren mit Elektrofahrradern vom gleichen Startpunkt aus mit jeweils
konstanter Geschwindigkeit auf einer geradlinigen StraBe in dieselbe Richtung.

In der nachstehenden Abbildung sind die Graphen der Funktionen s, und s, dargegtellt, die den
von den Radfahrern zurtickgelegten Weg in Abhéangigkeit von der Fahrzeit beschreiben.
Die markierten Punkte haben die Koordinaten (0]0), (2|0) bzw. (8]2400).

4\3 in Metern
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Aufgabenstellung:

v

AT e

Kreuzen Sie die beiden Aussagen an, die der obigen Abbildung entnommen werden kénnen!

fahrer A.

Der Radfahrer B startet zwei Minuten spater als der Rad-

L]

pro Minute.

Die Geschwindigkeit des Radfahrers A betragt 200 Meter

Der Radfahrer B holt den Radfahrer A nach einer Fahr-

Acht Minuten nach dem Start von Radfahrer B sind die
beiden Radfahrer gleich weit vom Startpunkt entfernt.

Vier Minuten nach der Abfahrt des Radfahrers A sind die

[]
strecke von 2,4 Kilometern ein. D
&
beiden Radfahrer 200 Meter voneinander entfernt. L

Schlussbemerkung: Abgesehen von den konstanten Funktionen ist jede lineare Funktion umkehr-

bar: Der Graph von ™ ergibt sich durch Spiegelung von g an der Geraden mit der Gleichung y = x
(identische Funktion, die Gerade heifst erste Mediane). Die Funktionsgleichung der Umkehrfunk-
tion ergibt sich durch Umformen der urspriinglichen Gleichung, sodass x explizit wird, und zuletzt
durch Vertauschen von x und y. Und das gilt fiir alle Umkehrfunktionen!
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3. Potenzfunktionen y = a.x” + b

Eingeschrinkt auf ganzzahlige z # 0 und z = ' (Quadratwurzel). Fiir z = 1: Lineare Funktion

Potentfunktionen mit z € N

Die zu den Funktionsgleichungen y = a.x" + b gehorigen Funktionskurven werden Parabeln ge-
nannt, wobei allerdings nur fiir n = 2 eine ,,echte* Parabel (als Kegelschnitt) entsteht. Deren Schei-
tel liegt auf der y-Achse im (orientierten) Abstand b vom Ursprung entfernt. Er ist (wegen y’’ = a)
fiir a > 0 ein Tiefpunkt und fiir a < 0 ein Hochpunkt.

Fiir n = 3 liegt wegen y’ = 3a.x” und y’’ = 6a.x an der Stelle x = 0 ein Wendepunkt mit waagrechter
Wendetangente vor, und zwar im (orientierten) Abstand b vom Ursprung entfernt. Fiir a > 0 steigt
die Kurve monoton von links unten nach rechts oben, fiir a < 0 fillt sie von links oben nach rechts
unten.

Fiir n = 4 hat die Parabel an der Stelle x = 0 einen Flachpunkt mit waagrechter Tangente, weil dann
auch noch die dritte Ableitung an dieser Stelle 0 ist. Fiir a > 0 ist die Kurve nach oben offen, fiir a <
0 nach unten.

Mat. 16/HT/Aufg. 1/10:

Gegeben sind die Graphen von vier verschiedenen Potenzfunktionen f mit f(x) = a - x* sowie
sechs Bedingungen fur den Parameter a und den Exponenten z. Dabei ist a eine reelle, z eine
naturliche Zahl.

Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den vier Graphen jeweils die entsprechende Bedingung fir den Parameter a und den
Exponenten z der Funktionsgleichung (aus A bis F) zul!

R a>0,z=1

~

a>0,z=2

a>0,z=3

a<0,z=1

a<0,z=2

M MO O|®m™]| >

a<0,z=3

TN

~
7
¥,

e |
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Potenzfunktionen mit z € Z™""

Deren Funktionsterme sind Bruchterme (mit x im Nen-

ner), die Funktionen werden rational gebrochene Funk- 3
tionen genannt, die Funktionskurven heiflen Hyperbeln,
welil sie 1. A. Asymptoten (= Tangenten in Fernpunkten)

besitzen, wobei die ,,echten* Hyperbeln (Kegelschnitte) 11
nur als Sonderfille vorkommen. Stellen, in denen der 0
Nenner Null wird, sind aus der Definitionsmenge aus- ——3_ 2 1 o 1 2 3 4
zunehmen. (Diese x-Werte werden Pole genannt.) Hier -1

treten bei den Funktionskurven Aymptoten parallel zur
y-Achse auf. Daneben konnen aber auch noch andere,
insbesondere Asymptoten parallel zur x-Achse auftre- 31
ten. Deren y-Werte ergeben sich als Grenzwerte des

Funktionsterms fiir x — = .

Musterbeispiel: Die Potenzfunktion mit der Gleichung y = x™' = 1/x, die jeder Stelle x € A = R/{0}
thren Kehrwert zuordnet, heillt Kehrwertfunktion. Der Graph (siche oben) ist eine gleichseitige
Hyperbel mit den Asymptoten x = 0 und y = 0. Die erste Ableitung f(x) mit der Gleichung y’ = -
1x? = -1/x* hat keine Nullstelle, daher hat die Funktionskurve keine Scheitel. Auch die zweite Ab-
leitung £°(x) mit der Gleichung y>> = 2.x™ = 2/x’ hat keine Nullstellen, daher hat die Kurve auch
keine Wendepunkte. Wegen y’ < 0 fiir alle x # 0 ist die Kurve durchgehend fallend und wegen y’’ <
0 fiir alle x < 0 im unteren ,,Ast* negativ, wegen y’> > 0 fiir x > 0 im oberen ,,Ast* positiv ge-
kriimmt.

Nicht nur f:y = 1/x ist zu sich selbst invers (siehe Seite 04 und Seite 09), sondern auch aller Funk-
tionen mit der Gleichung y = a/x (a # 0) sind das. Fiir ihre Funktionskurven sind die erste oder
zweite Mediane (y = -x) Symmetrieachsen und die auf ihnen liegenden Punkte sind die Hyperbel-
scheitel A und B. (Achtung: Das sind keine Hoch- oder Tiefpunkte. Der auf der Parabelachse lie-
gende Parabelscheitel der Funktionskurven von y = a.x” + b hingegen ist auch ein solcher.) Die
Koordinaten von A und B ergeben sich aus den Gleichungen y = x, also x = a/x oder x> =a = x =
+Va fiir a > 0 bzw. y = —x, also —x = a/x oder x* = -a = x = =V-a fiir a < 0. Zahlenpaare, die der
Gleichung x.y = a geniigen, werden als verkehrt proportionale Grofien bezeichnet.

1
Die Wurzelfunktion y = a.x2 = a~/x mit der Definitionsmenge A = R" U{0} =R,

Die Gleichung ihrer Ableitungsfunktion f’(x) 6

-1
a — a
lautety’ = —.x 2 = . Daher hat die Funk-
Y73 2+/x

tionskurve im Punkt U(0/0) die y-Achse zur
Tangente, im Punkt P(1/a) eine Tangente mit
der Steigung k = a/2 und diese nimmt mit
wachsenden x laufend ab, ohne aber je 0 zu
werden. Die Wurzelfunktion mit der genannten
Gleichung ist die Umkehrfunktion der Potenz-

2
funktion mit der Gleichung y = (f) , allerdings
a

nur fiir den Definitionsbereich A = Ry. Denn
nach der Schlussbemerkung auf Seite 9 ergibt
sich durch Umformen aus dieser Gleichung x° =
dy=x=a.Vy=y=a.Vx
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Mat. 18/HT/Aufg. 1/09:

o

,» T, und f, mit den

achstehende Abbildung zeigt die Graphen quadratischer Funktionen
ngen f(x) = a, - X2 + b,, wobei gilt: a, b, € R,/ € {1, 2, 3}.

Mat. 14/1. NT/Aufg. 1/12:

PRSP SRRECE AR N | L T et

Aufgabenstellung:

Geben Sie die Parameter a und b so an, dass sie zum abgebildeten Graphen von g passen!
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Mat. 15/1. NT/Aufg. 1/09:

Aufgabenstellung:

Eine der nachstehenden Gleichungen ist eine Gleichung dieser Funktion f.
Kreuzen Sie die zutreffende Gleichung an!

fg=2x+ | [
fo=-x2 |
f(x) = —x2 OJ
fo=—x1 | J
f(x) = x2 [}
fx) = x-" |

4. Polynomfunktionen

1. Allsemeine Kennzeichen:

T(x) ist ein Polynom n-ten Grades, also die hochste vorkommende Potenz ist x" mit n € N. Die Ko-
effizienten a, b, ... sind reelle Zahlen, die Defintionsmenge ist immer R. Die Funktionskurven hei-
Ben Parabeln n-ter Ordnung, fiir n = 2 sind das Parabeln im eigentlichen Sinn (= Kegelschnitte).
Eine Parabel n-ter Ordnung hat maximal n — 1 Scheitel und n — 2 Wendepunkte. (WARUM?). Die
einfachsten Polynomfunktionen sind die bereits behandelten linearen Funktionen mit der Gleichung
y=ax+b=kx+d.
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2. Quadratische Funktionen:

Jeder Term T(x) = ax® + bx + ¢ mit a # 0 definiert eine quadratische Funktion. Die Funktions-
kurve ist eine Parabel mit einem Scheitel S, dessen x-Wert sich aus der Gleichung y’ = 2ax + b =
0 ergibt, sodass also xg = (-b)/2a ist, durch welchen die lotrechte Parabelachse (Symmetrieachse)
a hindurchgeht. Fiir b = 0 1st xg = 0, der Scheitel liegt daher auf der y-Achse = Parabelachse a. We-
gen y’’ = 2a ist der Scheitel ein Tiefpunkt fiir a > 0, die Parabel ist also nach oben offen, und ein
Hochpunkt fiir a < 0, die Parabel ist nach unten offen. Im Punkt Y(0/c) schneidet die Parabel die y-
Achse. Daher ldsst sich aus a, b und ¢ die Form der Parabel schon ziemlich gut herauslesen, mit
Berechnung von S und unter Beniitzung von Y dann schon ganz exakt. Die quadratische Potenz-
funktion y = ax” ist wegen S(0/0) =Y ein Sonderfall, hier muss noch mindestens ein Punkt berech-
net werden.

Praktische Anwendungen:

a) Quadratische Weg-Zeit-Funktion: s = ax” + bx + ¢ beschreibt (wegen s’’ = 2a) einen Bewe-
gungsvorgang mit konstanter Beschleunigung. Ein konkretes Beispiel dazu ist der lotrechte Wurf:
Ein Gegenstand wird lotrecht mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy von einer Ausgangshéhe hy nach
oben geworfen bzw. geschossen. Der damit erzielbaren Hohe h (= hy + vy.t) steht die Erdanziehung

mit %.tz entgegen, sodass die Funktionsgleichung fiir den Gesamtvorgang

(1) h(t)=ho+ vo.t—g. t

lautet. Darin ist g =~ 9,81 m/sek’ die Fallbeschleunigung, die angibt, welche Beschleunigung ein
Korper (unabhingig von seiner Masse und unter Vernachldssigung des Luftwiderstandes) im freien

Fall erreicht (h”’ = -g). Eine Funktionsgleichung y = ax” + bx + ¢ hat fiir a = -% < 0 eine nach unten
offene Parabel (2. Grades) zur Funktionskurve, die (fiir t; = 0) im Punkt A(0/hy) thren Ausgang
nimmt. Ist E(ty/hg) der zweite Punkt mit dieser Hohe, dann ist t, die Zeit, bis der Gegenstand zur

Ausgangshohe zurlickkehrt und hp,,, muss die h-Koordinate des Parabelscheitel S sein, und dieser
liegt an der Stelle t,/2, wie die folgende Zeichnung zeigt:

hﬂ

|
|
|
[
|
|
|
|
|
|
|
h() I
!
|

A

U t V\

Fiir hy > 0 ist allenfalls noch die Zeit interessant, zu der das hochgeschleuderte Objekt am Erdboden
(h = 0) auftrifft. Laut Graphik ist das die t-Kordinate t; des Punktes V. Sie ist die positive Losung

der Gleichung —%.tz + vo.t + hy=0.

b) Zahlreiche geom. Formeln zur Flichenberechnung, z. B. Aquagrat = a® oder Axreis = ’n (Fla-
cheninhalt A =y abhdngig von der Lidnge a = x oder r = x), aber auch Volumina von Prismen, Py-
ramiden, Zylindern und Kegeln mit konstanter Hohe, z. B. V = r“.zt.h (y = V, x =r, h konstant).
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3. Polynomfunktionen dritten und hoheren Grades:

y=ax’+bx’ + cx +d, y’ = 3ax’ + 2bx + ¢, y* = 6ax + 2b. Daraus folgen zwei oder kein Scheitel,
aber jedenfalls ein Wendepunkt. Fiir a > 0 verlduft die Kurve von links unten nach rechts oben,
fiir a < 0 von links oben nach rechts unten. Schnittpunkt mit der y-Achse ist Y(0/d).

y=ax'+bx’+cx’ +dx + e, y’ =4ax’ + 3bx’+ 2cx + d, y*“ = 12ax” + 6bx + 2c. Daraus folgen ma-
ximal drei, aber eventuell auch nur ein Scheitel und zwei oder null Wendepunkte. Fiir a > 0
kommt die Kurve von links oben und geht nach rechts oben, fiir a < 0 umgekehrt. Fiir b=d =0
spricht man von einer geraden Funktion; deren Graphen sind zur y-Achse symmetrische Kurven.

Mat. 17/1. NT/Aufg. 1/09:

Dig nachstehende Abbildung zeigt die Graphen zweier reeller Funktionen fund @ mit den Funktions-
gleichungen f(x)=a-x*+b und g(x)=c-x*+d mit a. b,c,de R.

T fix), a(¥)

Aufgabenstellung:

Welche der nachstehenden Aussagen treffen fur die Parameter a. b. ¢ und d zu?
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

&

Mat. 14/2. NT/Aufg. 1/10:

Der Graph einer zur senkrechten Achse symmetrischen Polynomfunktion f'besitzt den lokalen Tief-
punkt 7= (3|-2). Aufgabenstellung: Begriinden Sie, warum die Polynomfunktion /' mindestens 4.

Grades sein muss!
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Mat. 17/HT/Aufg. 1/11:

Gegeben ist die Gleichung einer reellen Funktion f mit f{x) = x2 — x — 6. Einen Funktionswert fx)
nennt man negativ, wenn f{x) < 0 gilt. Aufgabenstellung: Bestimmen Sie alle x € R, deren zugeho-
riger Funktionswert f{x) negativ ist!

Mat. 17/2. NT/Aufg. 1/08:

In der nachstehenden Abbildung sind der Graph der Funktion f mit f(x) = x2-4.x-2 undder
Graph der Funktion g mit g(x) = x - 6 dargestellt sowie deren Schnittpunkte A und B gekenn

zeichnet.

-

Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie die Koeffizienten a und b der quadratischen Gleichung X

dass die beiden Losunagen dieser Gleichung die x-Koordinaten aer

5. Exponentialfunktionen

Inhalte laut Anforderungsprofil:

1. Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene exponentielle Zu-
sammenhédnge als Exponentialfunktionen erkennen/betrachten und zwischen diesen Darstellungs-
formen wechseln konnen. Zusammengehdrige Werte(paare) ermitteln konnen. Die Begriffe Halb-
wertszeit und Verdopplungszeit kennen und im Kontext deuten konnen. Die Angemessenheit einer
Beschreibung mittels Exponentialfunktion bewerten konnen. Dafiir reicht die Betrachtung geo-
metrischer Folgen (,,diskretes Wachstum*) vollig aus!

2. Die Wirkung der Parameter a und b bzw. A (in y = a.b* bzw. y = a.e™™ mit a, b€ R" und
AER\{0}) kennen und deuten kdnnen, Halbwerts- und Verdopplungszeit berechnen kénnen, wichti-

ge Eigenschaften wie f(x+1) = b.f(x) und (e*)’ = ¢* kennen und im Kontext deuten konnen. Dafiir
sind Kenntnisse iiber die Zahl e sowie Logarithmen erforderlich!

1. Diskretes Wachstum

Die Definitionsmenge ist Ng = NU{0} = Z\N™™, die Funktionswerte bilden geometrische Fol-
gen.

Musterbeispiel: Die Anzahl der Seerosen in einem Teich verdoppelt sich téglich. (Die Verdopp-
lungszeit betrdgt einen Tag.) Am Beginn (n = 0) sind 5 Seerosen vorhanden. Gib eine Formel fiir
die Anzahl A, der Seerosen nach n Tagen an. Skizziere den Graphen der Funktion n — A,.
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A, 5 10 20 40 80 160 320 640 1280 | 2560

Die A, bilden eine geom. Folge mit 5 als Anfangsglied und 2 als Quotient: A; = 5.2', A, =5.2%, A;
=52° .. allg. A, = 5.2". Die allg. Funktionsgleichung lautet y = a.b® mit x € Ny mit a =5 (Aus-
gangswert) und b = 2 (Basis) einer Exponentialfunktion. Der (aus Punkten bestehende) Graph
wichst sehr schnell, die y-Werte verdoppeln sich von Schritt zu Schritt, also um je 100 %.

Zinseszinsrechnung: Ein Kapital Ko = 1000 € wird zu 15 % Zinsen jahrlich angelegt Gesucht Tabel-
le fir n =1, 2 ... n, Gleichung und Graph der Funktion n — K,,. Die Verdopplungszeit kann nihe-
rungsweise einer Wertetabelle entnommen oder auch berechnet werden, wobei in diesem Fall letzt-
lich aber doch auf ganze n gerundet werden muss.

Ki=Ko+0,15Ky=K.1,15', Ky=K;+0,15K,; =K,.1,15=K,.1,15* = K,=K.1,15"

n 0 1 2 3 4 5 6

Ka 1000 1150 1322,5 1520,88 1749,01 2011,36 2313,06

Geometrische Folge mit Aufzinsungsfaktor q = 1,15 (= Basis der Exponentialfunktion). Im Graph
wachsen die y-Werte pro Schritt um jeweils 15 % gegeniiber dem vorhergehenden Wert.

2. Negatives Wachstum ist konkret z. B. beim (inzwischen nicht mehr aktuellen) ,,Waldsterben*
(die Waldfliche in O. nimmt von einem Ausgangsbestand A, - in km” - jahrlich um p % ab) oder
beim ,,Bauernsterben* (die Anzahl der landwirtschaftlichen Betriebe nimmt in O. von einem Aus-
gangsbestand A, jéhrlich um p % ab) gegeben. Halbwertszeit bedeutet den Zeitraum, in dem der
Bestand auf Ay/2 absinkt.

Die geom. Folgen sind monoton fallend bzw. Nullfolgen, die Formeln lauten A, = Ay. (l—m) Z.

B. fiir p = 3 % gilt A, = A(.0,97". Halbwertszeit fiir 0,97" = 0,5, Losung durch Probieren: 0,977 =
0,511... und 0,97% = 0,496..., also liegt die Halbwertszeit zwischen 22 und 23 Jahren.

3. Kontinuierliches (stetiges) Wachstum

Eine Funktion mit der Gleichung y = a.b* (a, b € R") heit Exponentialfunktion und hat die
Definitionsmenge R, bei praktischen Anwendungen eingeschrinkt auf R'U {0} mit a = A, (An-
fangswert). Die Funktionskurven enthalten den Punkt Y(0/a) und sind (streng) monoton
wachsend fiir b > 1 bzw. streng monoton fallend fiir b < 1 mit der x-Achse als Asymptote. Fiir
b =1 handelt es sich um die konstante Funktion mit der Gleichung y = a als Sonderfall.

Die Zeichnung zeigt f(x) = 2" und g(x) = (0,5)" und insbeson-
dere die Punkte an den Stellen £1,5: f(1,5) = 2> =v2*=v8 ~
2,832, g(-1,5)=(0,5)"? =22 =v2’=v8 ~ 2,832.

Die Funktionskurven fiir y = ab* und y = a.(1/b)" sind symme-
trisch zur y-Achse und laufen (fiir alle b!) durch den Punkt
Y(0/a).

Fir alle Exponentialfunktionen x — a.b™ gilt wegen ab*"! =
a.b*.b die Beziehung f(x+1) = b.f(x), das bedeutet, dass sich die
Funktionswerte mit jedem ,,Einserschritt* bei den x-Werten auf
das b-Fache erhohen bzw. (fiir b < 1) vermindern. (Wozu wird
dieses Wissen gebraucht?)
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4. Logarithmen:

Der Logarithmus "log(x) einer Zahl x zur Basis b € B = {b € R /b >1)ist jene zu b gehorige
Hochzahl, welche x ergibt. x heifit Numerus von "log(x). Fiir jede Basis gilt "log(b) = 1.

Also: Wenn x = b%, dann ist y = ®log(x). Probe: b* muss x ergeben! Z. B. folgt aus 8 = 2° < 3 =
*logs8, aus 125 = 5° < 3 =log125 und aus 10000 = 10* < 4 = '’log10000 = log10000. (Wenn kei-
ne Basis angegeben ist, dann gilt b= 10.)

Die (historische) Bedeutung des ,,Zehnerlogarithmus* besteht in Folgendem: Zu den Numeri u und
v existiert jeweils genau ein log(u) und genau ein log(v), wobei gilt: u = 10" und v = 10"°¢" =
wy = 10°8W 10" = 10'e® * &M (nach der Regel a*.a¥ = a* *Y). Bei einem Quotienten u/v ergibt
sich analog der Wert 10°¢™~1°¢™ Man kann also die Multiplikation bzw. Division zweier (unhand-
licher) Dezimalzahlen u, v ausfiihren, indem man in sogenannten Logarithmentafeln die zugehori-
gen Logarithmen aufsucht, diese addiert bzw. subtrahiert und dann das Ergebnis ,,entlogarithmiert®,
also liber die Tafeln zum zugehdrigen Numerus zuriickkehrt. Analog lésst sich (wegen (a%)” = a*”)
die Potenz u* = (10'°¢™)* = 10"°¢™* perechnen, indem log(u).x delogarithmiert wird.

Daraus folgen fiir jede Basis unmittelbar die Regeln

blog(u.v) = blog(u) + blog(v) sowie blog(u/v) = blog(u) - blog(v) und blog(u") = x.blog(u)

Vor allem die dritte Regel ist fiir das Auflésen von Exponentialgleichungen von grolem Nutzen,
wie es etwa beim Berechnen einer Halbwertszeit benotigt wird. Siehe das Beispiel vom Wald- oder
Bauernsterben mit 3 % jahrlich (Seite 17): 0,5 = (1 — 0,03)' = 0,97' = log(0,5) = log(0,97") = t.log
(0,97) = t =10g(0,5) : log (0,97) = 22,756... (TR)

Bei der Verdopplungszeit (mit b > 1) ist anstelle von log(0,5) der log(2) zu verwenden.

Mat. 2018/1. NT/Aufg. 1/12: Die Masse m(t) einer radioaktiven Substanz kann durch eine Expo-
nentialfunktion in Abhingigkeit von der Zeit t beschrieben werden. Zu Beginn der Messung sind
100 mg der Substanz vorhanden, nach 4 Stunden misst man noch 75 mg dieser Substanz. Aufga-
benstellung: Bestimmen Sie die Halbwertszeit ty dieser Substanz in Stunden.

m(t) = m(0).b mit m(0) = 100 und m(4) = 75 = 75 = 100.b* = b* = 0,75 = b = 4/0.75
0,5.m(0) = m(0).0,75* = %.10g0,75 10g0,5 = 1=41%8%5 —9 63768 Stunden

log0,75
Probe: 100. 4/0,75 > = 49,99886...

5. Die EULERsche Zahl e und Natiirliche Logarithmen

e = 2,71828... (TR) ist der Grenzwert einer Folge mit dem Bildungsgesetz a, = (1 + 1/n)", symbo-
lisch lim(1+l)” , die sehr langsam konvergiert, z. B. ajgp0 = 2,71692... (TR).
n

n—s0

e ist aber auch die Summe der unendl. Reihe E% =1+1 +%+é+21—4+ $+ ... Die ersten sechs Glieder
k=0 "

ergeben bereits die Summe 2,71666... (TR).

1. Die grofie (theoretische) Bedeutung der Exponentialfunktion y = e* besteht darin, dass
samtliche Ableitungen wiederum e* ergeben und alle ihre Stammfunktionen e¢* + C lauten.
Wegen y’ = ¢ sind die Steigungen der Funktionskurve stets so grof3 wie die entspr. Funktionswerte.
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2. Die Logarithmen zur Basis e heilen Natiirliche Logarithmen, symbolisch mit In(x) bezeichnet.
Besonders wichtig dabei ist die Beziehung In(e) = 1.

3. Zu jeder Exponentialfunktion y = b* gibt es eine Zahl A > 0, sodass b* = et ist, woraus fiir

deren Ableitungen y’ = In(b).e" und fiir deren Stammfunktionen f b*.dx = lb(b)
n

+C folgt.

Beweis: b* = eA'x, d. h. b =¢" und daher In(b) = Ainfe) = A =y = b* = (") = "> Daraus
folgt nach der Kettenregel y’ = " In(b) und durch ,, Riickwirtseinsetzen y’ = In(b).b". Hinsicht-

In(b).x
lich der Stammfunktion gilt fb‘*.dx=fe‘""’)"‘.dx=fe“ du L

. =——¢"+C C=L+C nach der
In(b) In(b)

In(b)

=—+
In(b)
Substitutionsregel.

Mat. 18/1. NT/Aufg. 1/11: Fiir eine Exponentialfunktion f mit f(x) = 5. e gilt: f(x + 1) = 2. f(x).
Aufgabenstellung: Geben Sie den Wert von A an.

an(x+1 X X AX AX A AX
e( ) - =e =2.e =¢e¢ .e =2.¢

5. 25.¢" ="' =2=r=In().

6. Logarithmusfunktionen:

... sind die Umkehrfunktionen der wachsenden Exponentialfunktionen y = a.b* (a> 0, b > 1).

y =a.b* =x ="log(y/a): x ist jene Hochzahl, die auf die Basis b gesetzt, y/a ergibt. Durch Vertau-
schen von x und y folgt daraus y = "log(x/a) = "log(x) - "log(a), was insbesondere fiir a = 1 wegen
blog( 1) = 0 die Funktionsgleichung y ="log(x) ergibt. Definitionsmenge D = R"

Beispiel: Zu y = 2° lautet die n
Umbkehrfunktion y = log(x)
31 o
Wertetabelle:
x[025]05]1]2]4]8 2]
y|-2 -1 |0]|1]2]3 .
[«
Die Kurve hat die y-Achse zur Q °\ 0
Asymptote, sie steigt streng O\ -1 0o 1 > 3 4 5 6 7 8
monoton, aber immer langsa- \0
mer an. Bei praktischen An- -1
wendungen spricht man von
einem logarithmischen Wach- 2%
Stum.

7. Weitere Maturabeispiele (ungeordnet):

Mat. 18/2. NT/Aufg. 1/11:

In der Medizintechnik werden Rontgenstrahlen eingesetzt. Durch den Einbau von Bleiplatten in
Schutzwinden sollen Personen vor diesen Strahlen geschiitzt werden. Man geht davon aus, dass pro
1 mm Dicke der Bleiplatte die Strahlungsintensitit um 5 % abnimmt. Aufgabenstellung: Berechnen
Sie die notwendige Dicke x (in mm) einer Bleiplatte, wenn die Strahlungsintensitdt auf 10 % der
urspriinglichen Strahlungsintensitét, mit der die Strahlen auf die Bleiplatte auftreffen, gesenkt wer-
den soll! (Anleitung: 1 =b")
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Mat. 17/2. NT/Aufg. 1/11

| mehr als 10 Tage

Mat. 15/HT/Aufgabe 1/11

Fiir eine medizinische Untersuchung wird das radioaktive Isotop Technetium kiinstlich hergestellt.
Dieses Isotop hat eine Halbwertszeit von 6,01 Stunden. Aufgabenstellung: Geben Sie an, wie lange
es dauert, bis von einer bestimmten Ausgangsmenge Technetiums nur noch ein Viertel vorhanden

ist!
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Mat. 15/1. NT/Aufg. 1/11:

der Graph einer Exponentialfunktion f mit (x) = a - b* mit a, b € R* durch die Punk-
5) und Q = (1]20).

N\ Tw

==t\S0

o
gy
o
Vv

Aufgabenstellung:
Geben Sie eine Funktionsgleichung der dargestellten Exponentialfunktion f an!

Mat. 16/HAT/Aufg. 1/12:

Die nachstehende Abbildung zeigt die Graphen zweier Exponentialfunktionen f und g mit den
Funktionsgleichungen f(x) = ¢ - & und g(x) = d-b*mita,b,c de R

T 100, o

Aufgabenstellung:

Erganzen Sie die Textliicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so,
dass eine korrekte Aussage entsteht!

Fur die Parameter a, b, ¢, d der beiden gegebenen Exponentialfunktionen gelten die Beziehungen

® und ®
® ®
c<d (5] a<b O
c=d 3| a=b Il
c>d O a>b ]
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Mat. 14/HAT/Aufg. 1/07:

Der unten abgebildete Graph einer Funktion N stellt einen exponentiellen Zerfallsprozess dar; da-
bei bezeichnet t die Zeit und N(t) die zum Zeitpunkt t vorhandene Menge des zerfallenden Stoffes.
Fur die zum Zeitpunkt t = 0 vorhandene Menge gilt: N(0) = 800.

¥ i i i | i | i i gt
o oo e e fryy Sy :T _____ S laand A el
T ‘l ______ :' ————— I(' _____ r--—-=-- re ':' _____ ':' _____ '{—__ ':
e aE o Fm——-- = Fm-==- et === T - o sy
ey » et e it R F----- = s 1: ————— T jicss
e b Fm---- P r----- o o= e TS
e il F----- F----- y----- 7--=-- y---=- gmmm====
\N i 1 ! I ___l _____ | o e
i it e e S | r-—--- L T T 'E
e R LR - e r----- T----- 7----- y--=-- TR
e s L e i e e et y----- po---- T----- T-=-stae
e e LT Fo---- Fm----p-----r----- R el e
- F----- o= F--=-- po---- y----- 7----- R T P
i 1 1 1 } : : (I l%
0 11 2 13 4 5 16____37____ 48 _uoM
R L IO, - U - I, | JE -

Mit ¢ . ist diejenige Zeitspanne gemeint, nach deren Ablauf die urspriingliche Menge des zerfallen-
H .
den Stoffes auf die Hélfte gesunken ist.

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

t,=6 H
t, =2 B
t,=3 B
N(t,) = 400 2]
N(t,) = 500 i

Mat. 14/2. NT/Aufg. 1/11:

Von einer Exponentialfunktion /' mit der Gleichung f{x) =25 - b* (b € R+; b#0; b #1)ist folgende

Eigenschaft bekannt: Wenn x um 1 erhoht wird, sinkt der Funktionswert auf 25 % des Ausgangs-
wertes. Aufgabenstellung: Geben Sie den Wert des Parameters b an!

6. Sinusfunktion und Cosinusfunktion

Diese ordnen jedem Winkel im rechtw. Dreieck als Sinus das Verhiltnis (Lange der) Gegenkathete
: (L. d.) Hypotenuse und als Cosinus das Verhiltnis (L. d.) Ankathete : (L. d.) Hypotenuse zu. Fiir
die ,,Auflosung® rechtw. Dreiecke reicht diese Definition, allenfalls ergdnzt um den Tangens = (L.
d.) Gegenkathete : (L. d.) Ankathete.
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Bei der ,,Auflosung schiefwinkliger Dreiecke, insbes. bei entsprechenden ,,Vermessungsaufgaben
wird der Sinussatz und/oder der Cosinussatz bendtigt und es muss eine Erweiterung der Begriffe auf
Winkel bis zu 180° erfolgen. Im Rahmen der Funktionenlehre wird beim Winkel generell das Bo-
genmal} verwendet, in dem dem Gradmal} 360° der Zahlenwert 2w entspricht, und die Definitions-
menge wird beim Sinus und beim Cosinus auf die Menge R aller reellen Zahlen erweitert, beim

Tangens auf alle x € R mit Ausnahme aller Werte x = %.(Zk— 1) fiir alle k € Z.

Aus nebenstehender Figur ist die Erweiterung auf beliebige Yip
Winkelwerte zu entnehmen. Die Figur zeigt den Einheits- =

kreis ki[M = U; r = 1] und auf k; die Punkte P, im ersten, P, S T
1,

U

im zweiten, P; im dritten und P4 im vierten Quadranten des
Systems Uxy. Nach den oben genannten Grundregeln sind
deren y-Koordinaten die Sinuswerte und deren x-Koordinaten U\
sind die Cosinuswerte der Winkel ¢;, ¢, @3 und @4. Die y-
Koordinate des iiber dem Punkt X(1, 0) auf dem zweiten Win-
kelschenkel von ¢ liegenden Punktes T ist nach der Regel
., Tangens = Gegenkathete : Ankathete* der Tangenswert von
@< 90°. Fig. 2

ks 2

Y

~U

(X1}

Beachte: In der Figur sind die Winkel im dritten und vierten Quadranten im Uhrzeigersinn
eingezeichnet und daher mit negativem Vorzeichen zu versehen. An den Funktionswerten
dndert sich aber nichts, wenn alle Winkel von der positiven x-Achse aus positiv gemessen
wiirden, d. h. sing3; = sin(360° + @3), cos@ 4= c0s(360° + @4) usw.

Dem ,,gepunkteten” Dreieck und dem Pythagordischen Lehrsatz ist unmittelbar die Fundamental-
beziehung sin2(p+ cosch= 1 zu entnehmen. Und aus cosq : singp = 1 : tang (Ahnlichkeit) ergibt sich
sin

tangp = . Diese zwei Formeln erlauben es, aus einem Wert die beiden anderen abzuleiten.

cos @
Aufserdem gilt der obige Bruch als Definition des Tangenswerts ganz allgemein. Daraus folgt:

1. Die Sinuswerte im 1. und 2. Quadranten sind positiv bzw. sin(0° od. 0) = sin(180° od. ) = 0, im
3. und 4. Quadranten negativ.

2. Die Cosinuswerte im 1. und 4. Quadranten sind positiv bzw. cos(90°0d. t/2) = cos(-90° od. -1/2)
=¢0s(270° od. 37/2) = 0, im 2. und 3. Quadranten negativ.

3. Die Tangenswerte sind im 1. und 3. Quadranten positiv bzw. tan0° = tanl80°(bzw. x) = 0, im 2.
und 4. Quadranten negativ. Fiir ¢ = £90° od. +m/2 bzw. ¢ = 270° od. 37/2) existiert kein Tangens-
wert.

Diese drei Werte sind — einschlieBlich der inversen, welche ihnen die Winkel zuordnen — heutzuta-
ge auf jedem Taschenrechner verfiigbar. (Der Cotangens ist als Kehrwert des Tangens ebenso ein-
fach abrufbar.) Fiir die Sinuswerte von 0°(0), 30°(;t/6), 45°(7/4), 60°(st/3) und 90°(/2) ergeben sie

sich aus dem gleichseitigen oder glsch. rechtw. Dreieck, wofiir auch eine Merkregel gilt:

X

0°0d. 0

30° od. 7/6

45° od. /4

60° od. 7t/3

90° od. 7t/2

y = sin X

%V0 =0

BV1l=Y%

V2

5.V3

4 =1

Daraus ergeben sich die Cosinuswerte nach der Fundamentalbeziehung (oder auch direkt):

X

0°(0)

30°(70/6)

45°(u/4)

60°(7t/3)

90°(7/2)

y =c0s X

Yav4 =1

%.V3

15V2

Byl =1/2

% V0=0
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Und daraus wieder folgen die Tangenswerte nach der Regel tan x = (sin x) : (cos x)

x 0°(0) 30°(7/6) 45°(m/4) 60°(1/3) 90°(7/2)

y =tanx 0 1/3.V3 1 V3 Nicht definiert

Ableitungsfunktionen und Stammfunktionen:

f(x) = sin (x) = f’(x) = cos (x) und F(x) = -cos(x) + C
f(x) = cos (x) = '(x) = -sin(x) und F(x) = sin(x) + C

Die Wertetabellen von y = sin x, y = sin (x + t/2) = cos x und von y = -sin x in 7t/2-Schritten zwi-
schen -7t/2 und 5nt/2 lautet:

X -1t/2 0 /2 T 3/2x 2 S5m/2
sin X -1 0 1 0 -1 0 1
CoS X 0 1 0 -1 0 1 0
-sin X 1 0 -1 0 1 0 -1
1-
L 2 O L 2 @ . 2 @ L 2
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen die Hoch- und Tiefpunkte, die Nullstellen der 2. Ablei-
tung bestimmen die Wendepunkte. Die Steigungen der Wendetangenten sind 1 oder -1.

Die Funktionskurven des sin x und des cos x schneiden einander bei nt/4 (y = V2/2 = 0,7), 5n/4 (y =
-0,7) und 9/4 (y = 0,7), die des —sin x und des cos x bei 3w/4 (y =-0,7) und bei 7n/4 (y = 0,7).

Harmonische Schwingungen

Alle Funktionskurven zu y = a.sin(b.x + ¢) werden Sinuslinien genannt und beschreiben
»harmonischen Schwingungen* (Physik). Dabei gibt a die Amplitude, das ist die y-Koordinate
der Hoch- und Tiefpunkte, und b, die Kreisfrequenz, bestimmt die Periode (= Linge L einer
Schwingung) nach der Formel b.L. = 2x. (L. und b sind verkehrt proportional.)

Fiir ¢ # 0 erfolgt eine Phasenverschiebung V gegeniiber der Schwingung y = a.sin(bx), deren
Kurve durch U(0/0) geht, und zwar um die Losung der Gleichung bV + ¢ =0, fiir V <0 nach
links und fiir V > 0 nach rechts. Bei den Maturaaufgaben kommt nur der Sonderfall ¢ = /2 vor:

‘ y = sin(x + m/2) = cos x ‘

Mat. 18/HT/Aufg. 1/12:

Fira, b € R" sei die Funktion f: R — R mit f{x) =a - sin(b - x) fiir x € R gegeben. Die beiden
nachstehenden Eigenschaften der Funktion f'sind bekannt: (1) Die (kleinste) Periode der Funktion f

ist . (2) Die Differenz zwischen dem gréf3ten und dem kleinsten Funktionswert von f betrigt 6.
Aufgabenstellung: Geben Sie a und b an!
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Mat. 14/2. NT/Aufg. 1/12:

pepd
s

[

Aufgabenstellung:
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

Die Amplitude von g ist dreimal so groB wie die Amplitude von .

Wiirde man die Kreisfrequenz von f verdreifachen, so wére der neue
Graph mit jenem von g deckungsgleich.

Die Kreisfrequenz von f betragt 1.

Die Kreisfrequenz von g ist doppelt so groB wie die Kreisfrequenz von f.

Eine Veranderung des Parameters a bewirkt eine Verschiebung des
Graphen der Funktion in senkrechter Richtung.

B T

Mat. 15/2. NT/Aufg. 1/12:

l

I

i |

1 1 | !

e s e e S Rk e R el R R
I

! | ! | ! 1 i ! ] I

Aufgabenstellung:

Erstellen Sie im obigen Koordinatensystem eine Skizze eines moglichen Funktionsgraphen der
Funktion s, mit s,(x) = 2¢ - sin(2d - x) im Intervall [-21; 2m).
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Mat. 14/HT/Aufg. 1/12:

Im untenstehenden Diagramm sind die Graphen zweier Funktionen f und g dargestellit.

Vo o). gbd)

Die Funktion f hat die Funktionsgleichung f(x) = a - sin(b * x) mit den reellen Parametern a und b.
Wenn diese Parameter in entsprechender Weise verdandert werden, erhalt man die Funktion g.

Aufgabenstellung:

Wie mussen die Parameter a und b verandert werden, um aus f die Funktion g zu erhalten?

Ergénzen Sie die Textllicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so,
dass eine mathematisch korrekte Aussage entsteht!

Um den Graphen von g zu erhalten, muss a ® und b ®
® ®
verdoppelt werden 1] verdoppelt werden ]
halbiert werden L halbiert werden Lol
gleich bleiben [ gleich bleiben O

7. Verschiedene (z. T. ,,ubergreifende*) Aufgaben

Mat. 18/1. NT/Aufg. 1/09:

Verbal gegebene Zusammenhédnge konnen in bestimmten Féllen als lineare Funktionen betrachtet
werden. Aufgabenstellung: Welche der folgenden Zusammenhénge lassen sich mittels einer linea-
ren Funktion beschreiben? Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Zusammenhénge an!

Die Wohnungskosten steigen jahrlich um 10 % des aktuellen Wertes.

Der Flacheninhalt eines quadratischen Grundstiicks wéchst mit zunehmender Seitenlédnge.
Der Umfang eines Kreises wachst mit zunehmendem Radius.

Die Lége einer 17 cm hohen Kerze nimmt nach dem Anziinden in jeder Minute um 8 mm ab
In einer Bakterienkultur verdoppelt sich stiindlich die Anzahl der Bakterien.
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Mat. 17/1. NT/Aufg. 1/07:

Ordnen Sie den vier Funktionsgleichungen jeweils den passenden Graphen (aus A bis F) zu!

fix)=a - sin(b * X)
fix)=a - b =
fxy=a-Jx+b
-1
fix)=a-x+b 3‘\’”
o f
2] v
P :
-1 D= 2 3 4
-1
NS

T

jaﬂm i
,2/
- e
e b

. .
o R e T
r =1 ’

Bemerkung dgm: Mit Ausnahme der Exponentialfunktion ldsst sich iiberall a und b angeben.

Mat. 18/1. NT/Aufg. 1/10:
Gegeben ist eine Polynomfunktion f: R — R mit f{x) =a - B+b-x2tc-x+d (a,b,c,d e R;a+

0). Aufgabenstellung: Nachstehend sind Aussagen iiber die Funktion /' gegeben. Welche dieser Aus-
sagen trifft/treffen fiir beliebige Werte von a # 0, b, c und d auf jeden Fall zu? Kreuzen Sie die zu-
treffende(n) Aussage(n) an!

Die Funktion f'hat mindestens einen Schnittpunkt mit der x-Achse.
Die Funktion f'hat hochstens zwei lokale Extremstellen.

Die Funktion f hat hochstens zwei Punkte mit der x-Achse gemeinsam.
Die Funktion f hat genau eine Wendestelle.

Die Funktion f'hat mindestens eine lokale Extremstelle.
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Mat. 14/1. NT/Aufg. 1/08:

Gegeben sind vier Funktionstypen. Firr alle unten angefiinrten Funktionen gilt: a = 0; b #0; a, b € R.

Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den vier Funktionstypen jeweils die passende Eigenschaft (aus A bis F) zul

lineare Funktion f mit

A %ab A Die Funktion fist fira>0und 0 < b < 1

streng monoton fallend.

Exponentialfunktion f mit
=02 (0i> 0, b = 1)

Die Funktion f besitzt genau drei

1 - Nullstellen
Wurzelfunktion fmit f(x) =a - x2 + b '
Sinusfunktion f mit c Die Funktion f besitzt in jedem Punkt
fix)=a - sin(b - x) die gleiche Steigung.
D Der Graph der Funktion f besitzt einen

Wendepunkt im Ursprung.

E Die Funktion f ist fir b = 2 konstant.

E Die Funktion f ist nur flr x > O definiert.

Mat. 18/2. NT/Aufg. 1/08:

Fiir ein Produkt sind die Kostenfunktion K mit K(x) =2 - x + 4000 und die Erlosfunktion £ mit E(x)
= 10 - x bekannt, wobei x die Anzahl der produzierten Mengeneinheiten ist und alle produzierten
Mengeneinheiten verkauft werden. Kosten und Erlés werden jeweils in Euro angegeben. Der
Schnittpunkt der beiden Funktionsgraphen ist S = (500|5000). Aufgabenstellung: Interpretieren Sie
die Koordinaten 500 und 5 000 des Schnittpunkts S im gegebenen Kontext! Zusatzfrage von dgm:
Wie lautet die Gleichung der Gewinnfunktion G(x)?

Mat. 17/HT/Aufg. 1/8:

Der Graph einer Polynomfunktion dritten Grades hat im Punkt 7' = (-3|1) ein lokales Minimum, in
H = (—1|3) ein lokales Maximum und in W = (-2|2) einen Wendepunkt. Aufgabenstellung: In wel-
chem Intervall ist diese Funktion linksgekriimmt (positiv gekriimmt)? Kreuzen Sie das zutreffende
Intervall an!

(=0; 2)
(—0; -2)
(=3;-1
(=2;2)
(=2; )
(3; ©)
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